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S
E

M
B

L
E

S

�

X
IX

èm
e

siècle,réflexion
sur

l’analyse
(fonctions,dérivées,

intégrales).
P

assagers
clandestins

: �

courbe �

sans
tangente...

�

Q
u’est-ce

qu’un
objetm

athém
atique

?
La

T
héorie

des
E

nsem
bles

de
C

antor
répond

(?)
à

cette
question.

Les
objets

com
pliqués

(nom
bres

réels)
reconstruits

à
partir

des
nom

bres
entiers...

quisonteux-m
êm

es �
définis �

à
partir

de
rien

(?).

�

La
P

hysique,faite
d’ilôts

reliés
par

des
passerelles

incertaines.
P

ar
contre

unité
de

principe
de

la
m

athém
atique.

A
nalyse

et
algèbre

(le
calculavec

des
lettres,des

variables,des
équations)

ne
se

contredisentpas.

�

R
ôle

centraldévolu
aux

entiers
naturels

;l’arithm
étique

de
P

eano
A

P
,un

des
prem

iers
exem

ples
de

systèm
e

form
el.
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(zé
ro

,
va

ria
b

le
s,

su
cce

sse
u

r
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1
),

so
m

m
e

,
p

ro
d

u
it)

P
ropositions

:

�
�� �
��
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�� � �
�
�
� �
� � �
�� �

(é
g

a
le

,
n

o
n

,
o

u
,

e
t,

im
p

liq
u

e
,

p
o

u
r

to
u

t,
il

e
xiste

)

A
xiom

es
:�

�
�

� �
�
			

(lo
g

iq
u

e
)

�
 � ��

�
 �� �
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(a
rith

m
é
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u

e
)
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R
ègles

de
dém

onstration
:

�
�
�
�

�

�� ��
�� �� �
�� � ��

�� ��
T

héorèm
es

:

����
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A
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�

Les
m

athém
atiques

ne
sontpas

form
elles,elles

sontseulem
ent

form
alisables,vérifiables

(m
ais

pas
réalisables)

sur
m

achine.

�

L’activité
de

l’ordinateur
estpurem

entform
elle

:
syn

ta
x

e
rro

r
.

�

Le
langage

m
athém

atique
estun

langage
inform

atique
exécuté

en
appliquantles

règles
de

déduction.
A

nalogie
précieuse

quine
concerne

que
l’aspectform

eldes
m

athém
atiques.

�

Le
dilem

m
e

du
bus

:
attendre

ou
rentrer

à
pied

?
Le

problèm
e

de
l’arrêtdes

program
m

es.
La

m
achine

peut-elle
tester

sa �

m
ise

en
boucle �

(le
program

m
e

m
ouline

à
l’infini,sans

résultatvisible)
?

�

R
éponse

négative
:

N
e

pas
sa

voir� �

S
avoir

que
non

R
écessif� �

E
xpansif
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A
D

IA
G

O
N

A
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D

E
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A
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T
O

R

�

Le
paradoxe

natif �
�  �

;(!#"$%'&

:
dogm

e,opinion,intuition...
).

�

Liste
finie

de
tous

les
m

ots
de

la
langue

française.

�

Liste
infinie

des
entiers

pairs
:��
(�
)�+*� 			

.

�

Liste
infinie

de
tous

les
program

m
es

d’un
langage

:

Taille
:

R
angés

par
taille

croissante.

D
ictionnaire

:
À

taille
donnée,rangée

dans
l’ordre

lexicographique.

�

Liste
de

toutes
les

listes
infinies

de
zéros

etde
uns

?
Im

possible,
à

cause
de

l’argum
entdiagonal.

S
oient ,-� ,.� ,/� 			

toutes
les

listes
infinies

;on
les

range
l’une

sur
l’autre,et...
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X
P

A
N

S
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IT
É

�

P
eut-on

traiter
des

inform
ations

négatives
(absentes)

?

�

A
rgum

ent �
pour �

:cases
optionnelles

non
rem

plies,lues
com

m
e

n
o

n
.

�

A
rgum

entnon
valable

:
R

e
to

u
r

,quiveutdire �

Je
ne

réponds
pas �.S

inon
attente

du
bus...

C
’esten

faitle
problèm

e
d’arrêt.

D
ém

onstration
rigoureuse

en
utilisantla

m
achine

à
C

antor.

�

Le
langage

estdonc
expansif,ilne

fabrique
que

des
inform

ations
positives.

P
enser

à
une

recherche
de

fichiers.

�

Le
form

alism
e

m
athém

atique
estexpansif:

ilaccum
ule

les
théorèm

es.
C

e
n’estpas

le
cas

de
la

m
édecine.
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�

P
aradoxes

de
l’intuition

: �

courbe �

de
P

eano
quipasse

par
tous

les
points

d’une
surface.

�

P
aradoxes

du
raisonnem

ent:
contradiction

dans
la

théorie
naïve

des
ensem

bles
( �

corrigée �

depuis).
R

ussell(1905)
:

soit

2
�

3 �4 ��65 �7

;contradiction
car

à
la

fois2
5 2

et2
�65 2

,une
proposition

etsa
négation

(toujours
la

m
achine

à
C

antor).
P

arm
i

les
principes

logiques
:�� ��

�
�

:
d’une

contradiction
on

déduitn’im
porte

quoi...
Le

ressortdu
form

alism
e

estbrisé.

�

H
ilbert(1900)

:
dém

ontrer
la

cohérence
(non-contradiction)

de
l’arithm

étique.
R

écidive
vers

1920
avec

un
program

m
e

finitiste.
R

éduction
de

la
question

aux
seuls

paradoxes
form

els.
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A
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C
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S

S
IV

IT
É

�

D
ém

ontrer
la

cohérence
des

m
athém

atiques
dans

les
m

athém
atiques

:
une

espèce
d’auto-am

nistie,atténuée
par

la
restriction

des
m

éthodes
perm

ises.

�

O
n

n’a
droitqu’aux

opérations
etaux

raisonnem
ents �

finis �,un
toutpetitboutde

A
P

,une
sorte

de...
com

m
ission

parlem
entaire.

�

R
estriction

aux
seules

propriétés
récessives.

Identités

�98


�� .�8 .
 (8

 �,
:;<
� ���
: /
 ; /� �<
/,etc.

�

P
ar

exem
ple

on
m

ontreraitqu’un
théorèm

e
a

toujours
un

nom
bre

pair
de

sym
boles

;si �

estdém
ontrable, ��

en
a

un
nom

bre
im

pair
etn’estpas

dém
ontrable...

Trop
naïf!



U
T

LS
17

Juin
2000

8
L

E
P

O
P

P
E

R
IS

M
E

�

P
opper,philosophe

néo-positiviste,reprend
les

idées
de

H
ilbert.

U
n

énoncé
scientifique

n’a
de

valeur
que

s’ilexiste
un

protocole
capable

—
en

principe—
de

le
prendre

en
défaut.

�

V
érification

des
lois

de
la

nature
à

un
certain

degré
de

précision.
M

ais
aussi �

jusqu’iciça
va �.

�

E
n

m
athém

atiques,vérifier
à

la
précision �=?>

,c’estvérifier
jusqu’à

l’entier >

:
H

ilbert/P
opper,m

êm
e

com
bat.

Le �

récessif �

typique,c’estla
cohérence

: �

jusqu’icipas
de

contradiction �.

�

U
ne

propriété
estexpansive

quand
sa

négation
estrécessive.

E
xem

ple �

être
dém

ontrable �

vs. �

être
cohérent �.
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L

E
T

H
É

O
R

È
M

E
D

E
G

Ö
D

E
L

�

Le
form

alism
e

estlui-m
êm

e
un

objetm
athém

atique,rem
arque

H
ilbert,nécessaire

au
program

m
e,à

sa
rigueur.

R
em

arque
prise

au
sérieux

par
le

logicien
G

ödelen
1931.

�

Les
objets

du
form

alism
e

de
A

P
,term

es,propositions,sont
représentés

par
des

nom
bres

de
G

ödel: @�BA
� @
� A

. �

B
anale �

énum
ération

des
propositions.

N
um

érologues
s’abstenir.

�

Les
propriétés

du
form

alism
e

sontreprésentées
par

des
propositions

de
l’arithm

étique
de

P
eano

A
P

,ainsi ��

est
dém

ontrable �

devientCDE

A
P � @

� A
� , �

A
P

estcohérente �

devientF $DA
P

.
P

as
de

sens
arithm

étique
im

m
édiat.

�

P
ropositionG

�
�CDE

A
P � @

G A
� : �

Je
ne

suis
pas

prouvable �

Le
paradoxe

du
m

enteur �

Je
m

ens �

?...
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L

E
T

H
É

O
R

È
M

E
D

E
G

Ö
D

E
L

(S
U

IT
E)

�

...
N

on,car
quinous

ditque
vérité

etprouvabilité
coïncident?

E
n

faitG
estvraie

etnon
prouvable

dans
A

P
.

�

O
n

peutrem
placerG

par
la

cohérence
de

A
P

.

�

S
iA

P
est

cohérente
elle

ne
prouve

pas
sa

propre
cohérence

�.

�
F $DA

P
:

proposition
récessive

;prouvabilité
deF $DA

P
:

proposition
expansive.

(C
f.

le
problèm

e
d’arrêt:

se
m

ettre
en

boucle
c’estrécessif,détecter

une
boucle,c’estexpansif.)

�

R
écessif� �

E
xpansif

V
rai� �

P
rouv

ab
le

�

N
on

D
ém

ontrab
le

� ���

D
ém

ontrab
le

.
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N

É
G

A
T

IO
N

S
E

T
N

É
G

A
T

IO
N

N
IS

T
E

S

�

F
usiller

G
ödelen

réfutantle
théorèm

e
? �

Toutestfaux,ilsuffit
d’attendre �.

�

Tentation
du

gaz
sarin

;m
ais

n’estpas
le

C
e

N
em

o
quiveut...

�

U
ne

réfutation
du

théorèm
e

le
prouverait;doit-on

luidénier
toute

valeur
?

�

B
éatifier

G
ödel?

D
élire

suspectautour
du

2
nd

théorèm
e.

N
om

bres
m

ystérieux,G
ödel-E

scher-B
ach,...

�

O
n

ne
re

visse
pas

ses
lunettes

en
les

gardant
sur

le
nez.

�

L’idéologie
form

aliste
de

H
ilbertfinitpar

se
réfuter

elle-m
êm

e
par

saturation
scientiste

:
dém

ontrer
la

cohérence
dans

les
m

athém
atiques.

V
ous

l’avez
voulu,G

eorges
D

andin
!
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P
endantque

D
upond

etD
upontprogressaienthardim

ent...
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L

E
P

O
S

T-G
Ö

D
E

L
IS

M
E

�

K
reisel:

les
doutes

quantà
la

cohérence
sontplus

douteux
que

la
cohérence

elle-m
êm

e.

�

P
oursuite

des
dém

onstrations
de

cohérence
:

l’assurance
contre

l’explosion
de

la
Terre,un

produitindém
odable.

�

R
éussite

paradoxale
du

logicien
G

entzen
dans

les
années

1930,
à

com
parer

au
surgeon

d’un
arbre

m
ort.

�

Lecture
m

oderne
de

G
entzen

:
interaction

entre
une

preuve
de

�

etune
de ��

.
Identique

à
l’interaction

entre
program

m
e

et
environnem

ent,argum
entetfonction.

C
urry-H

ow
ard �

1970.

�

Logique
linéaire

(1985)
:

sym
étrie

program
m

e/environnem
ent.

Logique
procédurale,etnon

plus
réaliste.

Les
dém

onstrations
deviennentdes

procédures
appelées

desseins.
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L

A
L

U
D

IQ
U

E
O

U
L’E

X
T

IN
C

T
IO

N
D

U
P

O
P

P
E

R
IS

M
E

�

D
eux

m
achinesH

�JI

discutenten
vase

clos.
C

hacune
peut

choisir
un

dessein,i.e.
un

program
m

e
qui �

teste
l’autre �

etsoit:

C
onsensus

:
L’une

des
deux

finitpar
jeter

l’éponge.

D
issensus

:
E

lles
se

cham
aillentà

l’infini.

�

C
om

portem
ents

duaux
deH

etI
:H

ne
se

perm
etque

les
desseins �

consensuels �
avec

les
desseins

deI

,etvice-versa.

�

C
es

tests
sontsujets...

à
test(dissensus

=
récusation

réciproque).
S

ortie
du

carcan
récessif/expansif.

�

D
essein

=
dém

onstration
avec �

erreurs
de

logique �

:le
daim

on

K

,celuiquijette
l’éponge.

D
ualité

m
oniste

etsortie
du

réalism
e.
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S

U
P

P
L

É
M

E
N

T
D

É
TA

C
H

A
B

L
E

�

L’incom
plétude

estinterne.

�

La
vérité

est-elle
une

paraphrase
vide

?

�

La
réalité

des
entiers

:
les

opérations
sontelles

définies
sur

les
objets

ou
les

objets
ne

sont-ils
qu’une

réification
des

opérations
?

�
�

P
roblèm

e
du

m
illénium

�
:P

vs.
N

P


